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Aufgabe 8
Beweise: 1

2 ·
3
4 · . . . ·

2n−1
2n ≤ 1√

3n
für jedes n ∈ N∗.

1. Lösungsweg
Wir arbeiten mit vollständiger Induktion.
Es sei A(n) : 1

2 ·
3
4 · . . . ·

2n−1
2n ≤ 1√

3n

I. [n = 1] A(1) : 1
2 ≤

1√
3

Quadrieren−−−−−−→ 1
4 ≤

1
3 und es stimmt.

II. [A(n)⇒ A(n+ 1)] A(n+ 1) : 1
2 ·

3
4 · . . . ·

2n−1
2n · 2n+1

2n+2 ≤
1√

3n+3

1

2
· 3
4
· . . . · 2n− 1

2n︸ ︷︷ ︸
x

· 2n+ 1

2n+ 2︸ ︷︷ ︸
y

≤ 1√
3n︸ ︷︷ ︸
z

·
√
3n√

3n+ 3︸ ︷︷ ︸
u

Laut A(n) ist x ≤ z. Es ist noch zu zeigen, dass y < u.

(2n+ 1)2 · (3n+ 3) < 3n(2n+ 2)2

3(4n2 + 4n+ 1) · (n+ 1) < 12n(n+ 1)2 |: 3(n+ 1)

4n2 + 4n+ 1 < 4n2 + 4n

1 < 0

Dies ist aber offensichtlich falsch. Daraus folgt:
Die gestellte Aufgabe ist falsch. (∗)
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2. Lösungsweg
Zuerst zeigen wir: A(n) : 1

2 ·
3
4 · . . . ·

2n−1
2n ≤ 1√

3n+1
für jedes n ∈ N∗. (1)

Wir arbeiten mit vollständiger Induktion.
Es sei A(n) : 1

2 ·
3
4 · . . . ·

2n−1
2n ≤ 1√

3n+1

I. [n = 1] A(1): 1
2 ≤

1
2 und es stimmt.

II. [A(n)→ A(n+ 1)] A(n+ 1) : 1
2 ·

3
4 · . . . ·

2n−1
2n · 2n+1

2n+2 ≤
1√

3n+4

1

2
· 3
4
· . . . · 2n− 1

2n︸ ︷︷ ︸
x

· 2n+ 1

2n+ 2︸ ︷︷ ︸
y

≤ 1√
3n+ 1︸ ︷︷ ︸

z

·
√
3n+ 1√
3n+ 4︸ ︷︷ ︸

u

Laut A(n) ist x ≤ z. Es ist noch zu zeigen, dass y < u.

2n+ 1

2n+ 2
<

√
3n+ 1√
3n+ 4

(2n+ 1)2 · (3n+ 4) < (2n+ 2)2 · (3n+ 1)

(4n2 + 4n+ 1) · (3n+ 4) < (4n2 + 8n+ 4)2 · (3n+ 1)

12n3 + 12n2 + 3n+ 16n2 + 16n+ 4 < 12n3 + 24n2 + 12n+ 4n2 + 8n+ 4

28n2 + 19n+ 4 < 28n2 + 20n+ 4 und dies stimmt.

Damit ist (1) bewiesen.
Andererseits gilt 1√

3n+1
< 1√

3n
für jedes n ∈ N∗. (2)

Aus (1) und (2) folgt:
1
2 ·

3
4 · . . . ·

2n−1
2n ≤ 1√

3n
für jedes n ∈ N∗, was zu beweisen war. (∗∗)

√
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(∗) und (∗∗) stellen einen offenen Widerspruch dar.
Was ist richtig? Was ist falsch? Warum?
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